20 Janvier 2014 ESB1Math — Mathématiques Sujet 1

Ne soyez pas avares de mots : détaillez vos réponses, prouvez vos affirmations.
IMPORTANT : Pensez a noter le numéro du sujet sur votre copie.
Durée : 1h30. Une seule feuille de notes recto-verso autorisée. Pas de calculettes. Pas
d’ordinateur. Pas de téléphone.

Question 1
La théorie des treillis est la théorie écrite sur le langage formé des deux symboles binaires U
(join) et N (meet), et contenant les six axiomes (toutes les variables sont quantifiées avec V)
Commutativité : tUy=yUz, et zNy=yNx,
Associativité : xU (yUz)=(zUy)Uz, et zN(yNz)=(zNy)Nz,
Absorption : zU (zNy)=z,et 2N (zUy) = =z.
(a) Prouver que les entiers avec U interprété par min et N interprété par max sont un modéle pour
cette théorie.
(b) Donner un autre modéle pour la théorie des treillis différent du précédent.
(c¢) Prouver les deux formules z Uz = z et x Nx = x dans la théorie des treillis.

Question 2

On rappelle les axiomes de Peano et la définition de 'ordre < a la fin du sujet. On définit la
propriété « x est pair » par le prédicat Jy. x = y x §S50. Prouver dans le systéme de Peano que si
x est pair, alors il existe un z tel que x = z + z.

Question 3
En utilisant les deux lemmes

Commutativité : Va,y. x +y =y +z,

Associativité : Vz,y,z. 2+ (y+ 2) = (z + y) + 2,

(a) Prouver dans le systéme de Peano que pour tout entier z # 0, on a z X z < y X z si et seulement
si x < y. (Suggestion : faites une induction sur z).

(b) Donner une définition récursive de la fonction « puissance n-iéme » pour n entier.

(c) A l'aide du point (a), montrer que ™ < y™ si et seulement si z < y pour tout n # 0.

Question 4
Prouver par induction les propriétés suivantes

(a) 11™ — 1 est divisible par 10,
(b) n? — 4 est divisible par 3 si et seulement si n ne I'est pas (suggestion : utilisez 1'induction
forte).

Question 5

La relation C (inclusion non stricte) sur les éléments de P(N) (I’ensemble des parties de N)
est-elle un ordre 7 Est-elle totale ? Est-elle bien fondée ? Justifier.

Annexe : axiomes de Peano et définition de 'ordre

Fondation Va. Sz # 0 Injectivité Va,y. (Sz=8y) = (z=1y)
Neutre Ve.x+0==x Addition Va,y. x+ Sy = S(x+y)
Nilpotence Ve.zx0=0 Distributivité Vx,y.x x Sy=xxy+=x
Induction (pl0/z] AVy. ply/a] — p[Sy/a]) — Va. p

Définition de ordre x <y <+ Jz. (z+z=y)
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Solutions

Solution 2

(a) Il suffit de vérifier que les axiomes sont vérifiés dans cette interprétation. On a bien
— min(z,y) = min(y, ),
— min(min(z,y), z) = min(z, min(y, z)),
— min(z, max(z,y)) = z,
et les mémes avec min et max échangés.

(b) Comme les symboles le suggérent, les ensembles avec U interprété par l'union et N interprété
par Uintersection sont un modeéle de cette théorie (la vérification est immeédiate). Un autre
modéle plus exotique ce sont les entiers avec U interprété par le ppcm et N par le pged. Enfin,
un modéle encore plus exotique, mais trés important, est donné par les formules booléennes,
U interprété par V, N par A, et I'égalité étant I’égalité sémantique (équivalence de formules).

(¢) Il suffit d’utiliser deux fois 'absorption. En instanciant y par « U z (introduction, puis élimi-
nation du V) dans le premier des deux axiomes on a

zU(zN(zUx)) ==

Maintenant on applique le deuxiéme axiome a la partie entre parenthéses (élimination du =)
pour obtenir
xU(z) =z

Solution 2 Pour un z quelconque, on suppose la formule
Jdy. x =y x SS0
et on essaye de démontrer 3z. x = z 4 z. Soit y U'entier tel que
z=yxS550
(élimination du 3). Par distributivité
=1y xS0+y.

Toujours par distributivité
z=(yx0+y)+uy.

Maintenant par nilpotence
z=0+y)+v.

enfin par le neutre
r=y+y.

On peut donc affirme qu'il existe z (et en plus z = y) tel que © = z + z.

Solution 3

1. On commence par prouver < y — xx z < y Xz (ceci est vrai méme pour z = (), on suppose
donc z < y. On procéde par induction (récurrence) sur z. Pour z =0onaz x z < y x 0,
donc par nilpotence 0 < 0, ce qui est vrai.

Supposons maintenant, pour x et y quelconques, que z X z < y X z et prouvons que x X Sz <
y x Sz. Par définition de < il existe u tel que

rTXzZ+u=1yXz.

De la méme facon, I’hypothése z < y implique qu’il existe v tel que z + v = y.
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En ajoutant « + v a droite et & gauche de ’équation (lemme vu en cours) on a
rxXztu+(x4+v)=yxz+ (z+v).
Par hypothése z + v =y, donc
rXz+u+(z+v)=yxz+y.
Avec assez d’applications de la commutativité et de ’associativité on réécrit cela comme
(xxz4+z)+(u+v)=yxz+y.
On applique maintenant la distributivité des deux cdtés pour obtenir
xx Sz+ (u+v)=y xSz

On conclut par la définition de < que x x Sz <y x Sz.

On procéde de fagon similaire pour la direction x X z < y x z — o < y. Ceci est faux pour
z = 0, on commence donc l'induction & z = S0. Formellement, ceci revient & prouver la
formule

rxSz<yxSz—z<y

. Il n’y a pas besoin d’'induction ici. On suppose = X Sz < y x Sz, par distributivité et
définition de < on a
(zxz4+z)+u=yxz+y.

Avec suffisamment d’applications de ’associativité et de la distributivité on arrive a
r+(xXxz4+u)=y+yxz

Par la définition de < on conclut que = < y.

2. On peut définir " de la fagon suivante :

. {SO sin=0,

€T =
rXzxz™ sin=Sm.

3. On montre z” < y™ <> x < y par induction sur n. Pour n = S0, on a par la définition
précédente
<y axly,

ce qui est évident.
Pour n = Sm, on a par définition

rxzm <yxy" <y

Ceci est une conséquence du point (a).

Solution 4
(a) Pour n =0 on a 1 — 1 divisible par 10, ce qui est vrai. Pour tout n on a

11"+ —1 =117 (10 + 1) — 1 = 11" - 10 + (sageal0][0]" — 1).

En supposant que 10[(11™ —1), on voit que les deux membres de la somme sont aussi divisibles
par 10, ce qui conclut la preuve.
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(b) Pour n=0,1,2 on a

On voit bien que le premier n’est pas divisible par 3, alors que les deux autres le sont.
n + 3 est divisible par 3 si et seulement si n I'est. On voit

(n+3)2 —4=(n? —4) +9n? 4+ 27n + 3,

ce qui est divisible par 3 si et seulement si n2 —4 est divisible par 3. Par le principe d’induction,
ceci termine la preuve.

Solution 5 La relation C est un ordre partiel bien fondé. Pour voir qu’il s’agit d’un ordre, il
suffit de vérifier qu’elle est

— réflexive : A C A pour tout A,

— transitive : A C B et B C C implique A C C,

— anti-symétrique : si A C Bet B C A alors A = B.

Pour voir qu’elle n’est pas totale il suffit d’observer que {1} et {2} ne sont pas inclus 'un dans
lautre.

Pour la bonne fondation, il faut vérifier qu’il n’existe pas de chaine d’inclusions strictes infinie

Ag D A1 D ---. Pour cela il suffit de montrer que toute collection de sous-ensembles de N a un
minorant par C.
Il est immédiat de voir que si Ag, A1, ... sont des éléments de P, alors

(4

est contenu dans tout les A;, il s’agit donc d’un minorant.



